ラグランジアンをもたない力学系のひとつのモデル by 中村,孔一
ラグ ラ ン ジア ンを もた ない
力学系のひ とつ のモデル
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1.次のようなハミル トニアン
H－ レ2+告q2{1}
をもつ一次元調和振動子を考 えてみ よ う。正準変数 汐,qは,ハ ミル トンの正
準運動方程式
.∂Hメ》=一 ∂
σ=-9
庁 努 一ρ(2)
にしたが って時 間発展する。
ここで,変 数変換 、
P－ 吉(少'一 ーiq)・
-Q笥 ♪+iq){3}
によって,新しい変 数PとQを 導入する。 こ うして導入 され た変 数PとQは,
(2}より,方程式
P-±(♪-z4)一 吉(†ip)一 －ip・ ・
..・ ・ 一{4)
Q－吉'(嫡)三 テ ÷(一一9十ip)-iQ
にしたがって時 間発展する。ハ ミル トニァンHを 新 しい変数P,Qで 書 くと
H=i1)Q{5}
となるか ら,方 程式{4}は
P-一 箸 ・ ・ 一'`
一一137一
Q－器{6}
とい う形 に も書 き表 わ せ る 。・す な わ ち,新 し、く導?L,さ.れtg変数 君Q・ も,ハ ミ
ル トンの嘩 鞠 方興 こしたがって日寺離 農 している・変醐 換{3)は正1峻
換 になってい たわけである。
そこで,新 しい変数P,Qで 書かれたH,式(5),に対応するラグランジァン
がっ くれるか とい う問題 を考えてみ よ う。 いいかえると,オ イラー ・ラグラン
ジ ュの方程式が方程式(4)と等価 になるような関数L(Q,Q)を つ くれ る か と
い う問題 を考 えてみる。通常は,方 程式{6)の第2式 をにPつ いて解 いて(Pを
QとQの 関数 として),
L・=PQ-H㈲
に代入すれば,ラ グランジァンL(Q,Q)が 得 られ るわけであるが,い まの
場合は,(6)の第2式 はPを 含まないので,こ の手続 きを実行する こどができな
い。PをQとQの 関数 として表わす こ とができないわ けである。 しかも,'(6)
の第2式 を代入すると{7}の右辺 はゼ ロにな って しま う。
2.上の問題 を少 し一般化 して,次 の ような問題を考えてみ よう。
系のハ ミル トニアンが
H=乃 ρ(Q)、1 一㈲
で与えられているとしよ う(f(Q)=iQと すれば,上 の場合に一致する)。
この とき,対 応するラグランジアンがつ くれるか とい うのが問題で ある。
正準運動方程式は
P-一{誓 一 －Pf・(Qガ'
Q-{書 一∫(Q)・ .1・{9}
とな り,や は り第2式 はPを 含まない。 したがって,、Pを:QとQの関数 として
求めることはできず,通 常の手続 きで ラグランジァンをつ くること は で き な
いo
そこで,λ を微小量 として,(8)に付加項 をっけたハ ミル トニアンを考える
Hz-Pf(Q)+÷P・'・ 一 ω
一 一ー138」 一
そうする と ○ ∵ ∴.
一"'一 『Q三 雲 三 デ(Q)+7
・P『b・ 『 一'-'・ ∴'一'Zeg
であり,こ れをIPにっいて解 けば
P-÷(Q-f(Q))
となって,PがQとQの 関数 として表わされる。'ハミル トinアンH三 に対応す
るラグランジアンは,こ の関数を使 って
L・pQ-H-pQ-P∫(Q)一 ÷P2・'i＼"・
か らPを 消 去 して得 られ る:・ ㌔
五 ・一 貴(Q-!'(Q))2'苛 ・'-a`fii
この ラ グ ラ ン ジ ア ンか ら,オ イ ラー ・ラグ ラ ン ジ ュ の方 程 式 を つ ぐる と,
毒(∂L2∂Q)一器 〒÷ 釜(Q-f(9))+÷(Q-f(Q))∫⑥
一 ÷(Q-f(Q)f'(Q)')一・
となり,Qは 方程式 ・ ,t
.Q=∫(Q)f'(Q)∴'⑱
にしたがって時間発展する6こ の方程式(13)は,{9)の第2式 をも ういちど時間で
微分した式になっている。: ,`'∵
まとめると,式 ⑫で定義 され るラグランジアンLlか ら導かれるオイラー ・
ラグランジュの方程式は,式(8)で与 えられるハ ミル ト=一アンから導かれ る正準
運動方程式〔9)の第2式(の 時間微分)に 一致する。
方程式㈹ の時間微分でな くi(9)の第2式 の時間微分が得 られたことは奇妙に
思えるが,実 は,こ の式は回の時間微分にも一致 しているのである。それをみ
るのには,次 のようにすればよい。式⑪ と組 になる式
主 一霊 一－Pf・(Q)㈹
に注意 して,(10の時 間 微分
Q==f'(Q)Q+2P=f「(Q)f(Q)+2Pf'(Q)+λP
からPを 消 去 す れ ば,㈱ が得 られ る。.
とい うわ けで,正 確 に い う と,Lλ か ら得 られ るの は,(9)の第2式 の 時 間微
微ー一139-一
分であって{9}の第2式 そのものではない。
お もしろいことに,{9)の第一式のほ うは,Laか ら導き出せ る。L2を ラグラ
ンジァンとする とQと共役運動量Pは
P－ 晋 一 ÷(Q－ ゾ(Q)){15
で与えられる。この式を時間で微分 した式
P・=÷(Q-f'(Q)Q)・ 、
か ら,咀 と陶 を使 ってQとQを 消去する と,
P・=-Pf'(Q)・ 」一.,陶
とな って,{9}の第1式 が得 られたことになる。 しか し,こ のことも,aHA/∂Q
=∂H/∂Qに注意すれば 自明の ことである。
以上の考察か ら,本 来 のわれわれの問題である"式{8)で与 えられるハ ミル ト
ニ アンHに 対応す るラグランジアンはつ くれ るか"と い う問に対 しては,次 の
ように答 えることができる。'
ハ ミル トニアンHか ら導かれる正準運動方程式(9)を完 全に再現す る た め に
は,Llか ら得 られる式個 と陶 で2→0の 極限 をとる必要がある(実 際には,
個 は λに依存 していないが)。 ただ し,式 岡 か ら明 らかなよ うに,こ の極限で
ム そのものは発散 して しま う。 その意味では上の問に対する答 は"つ くれな
い"と い うこ とになる。 しか し,λを有限にして,運 動方程式を導いてか らλ→
0に す ると解釈すれば,シ ンボ リックな意味で,
L=limLえ
λ→0
が 求 め る ラ グ ラ ン ジ ァ ンで あ る とい え る。 ま たL2か ら出 発 して 逆 に ハ ミル ト
ニ ア ン を つ くる と{10)のHAが得 られ る か ら
H=lim]7λ
2→0
は,も とのハ ミル トニアン(8陸再現する。
なお,上 に述べた ように,こ のモデルでは,正 準方程式{9)の第2式 を時間微
分 した式 は(1式 とともに),λを有限 にしたままのLAか ら導かれ る。
3.以上の議論 を多 自由度 の場合 に拡張するこ とは容易である。
次の ような ラグランジアンをもつN自 由度の系を考える1
-140一
垣 一 躍
、(Q`一万(Q1,Q2,・… ・・,Qw))見
仏 の共役運動量乃 は
R蓋 一 ÷(Q,-f,(Q・・Q・一 …QN))
で与 え られ る。
通 常 の手 続 き に よ っ て,Laに 対 応 す る ハ ミル トニ ア ンHλ をbく る と,
Hえ=PεQi--Lλ
・,Pi(ZP・+f・(Q・・Q・,一 ・Q・))一音(』P・)2
-÷ 丑 ・+P・fi(Q・・Q・・… … ・Q・)
??
??
側
とな る。 こ こで,ひ とつ の 項 に 同 じ添 字 が 二 度 あ らわ れ た ら,そ の 添 字 に っ い
て1か らNま で の 和 を と る とい う こ とに して,総 和 記 号 を省 略 した 。
こ こで,λ →0の 極 限 を と る と,
H=limIilR=P,f,(Q1,Q2,…… Qπ).⑳
A->e
これは,ハ ミル トニアン{8)の一般化にな っている。 このHか ら導かれる正準
方程式は
左 一乃蓋 ・ ・ ⑳
Qi==f,.
前述の場合 と同じよ うに,倒 の第2式 も 具 を含んでいないので,通 常の方
法でHに 対応するラグランジ アンをつ くることはできない。 しか し,式 ㈲で定
義されるLlか ら出発 して,適 当な段階 で2→0の 極限 をとることによって,
方程式剖 を導 くことはできる。
まず,式 ㈹ のL2を ラグランジァンとして,オ イ ラー ・ラグランジュの方程.
式を書 くと,
一÷[Ql-Q毒+(Ql-fi)壼]一 ・・ez
ところが,共 役運動量の定義式問 に着 目す ると,閂 は
口 語 λP・蓋 一・ ㈱
と書き変えるこ とができる。一方,式 ㈹ を時間で微分すると・
-141-一
戸・一 ÷(壷 ・-Q・語
、)・・'t二.1、 一
式㈱ と見 くらべる と,こ の式は
Pド ー 耳 語
... .i
と書 け る 。 こ の式 と,式 ⑱ で7.→0と した 式
⑱ プ=9.J ,..・ 、.,
を併這誌 耀 式則粥 られたことになる。この瓢 で,.鋼 で麟 される
一 ミル ド アン興 応ずるラグランジアンiま∵シンポ助 嫡 味で
L・=limLz
A→o
で与 えちれ るとし1えi'。
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